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 1．はじめに
 空間的バターンの時問的変化については，物理学だけでたく，数学，生物学，その他自然科
学のさまざまた分野において，現在最も精力的に研究されているテーマの1つといえる（伊庭
（1988），金子（1988），森・岡本（1989））．空間的バターンの問題が取り扱いにくい最大の理由
は，その系が無限自由度系であるためである．このような系を取り扱い易くするためには系の
自由度を少なくする簡略化が必要とたる．ここではトポロジカノレた乱れ（topo1ogica1defect）の
考えを導入する（Ba1ian et a1．（1981））．トポロシカルた乱れの重要性は系の自由度を少なく
し，簡略化できるということで，物理学の他の分野で広く認められている．本論文では生態系
での空間バターンの研究を行うが，生態系においてもこのdefectを導入することができる
（Tainaka（1989））．
 2．格子Lotka－Vo1term系
 多くの著者はこれまで生存競争系について生物種の個体数（密度）のダイナミックスを考え
てきた．典型的た例としてLotka－Vo1terraモデルがある（Haken（1977））．このモデルは伊藤
らによって次のような確率的な衝突粒子モデルと同等とたることが示された（Itoh（1973．
1988））．即ち3つの種類の粒子個体から構成される気体系を考える．衝突（反応）によって，気
体粒子はその種を変える．もしゴとプの種（ク≧ブかつク，ノ＝1，2，3）の粒子が衝突すれば，それ
らは2つとも次のようなノレールで！つの種になるものとする．
（・・）   1・1－llllクニ1ニカ
これはちょうど，じゃんけんと同じようなルールであり，各種の強さは対等でありかつ循環的
である．この相互作用する気体系における各種の粒子数mゴは，粒子数が多いときには
 （2．2）                   dnゴ／d才㏄mゴ（m｛＿ユーm｛十ユ）
として求めることができる．ここでmゴ。。＝m｛である．式（2．2）はLotka－Vo1terraモデルとも
いわれ，その解はCenterとなることが知られている．Centerというのは初期条件に依存して個
体数が振動するようだ解である．
‡本稿は，統計数理研究所共同研究（1一共会一51）における発表に基づくものである．
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 最近著者はこのような確率的衝突モデルを格子系に適用した（Tainaka（1988））．各格子点に
おいては3つの種のうちの1つの粒子が占め，粒子間の衝突は隣の粒子としか起きたいものと
した．衝突はランダムに起こるものとし，衝突による反応は（2．1）で与えられる．この反応に
よって種は変化するが，格子位置は変わらたい．この系はLotka－Vo1terraモデルの格子（1at－
tice）版であることから，以下ではLLy系と呼ぶことにする．LLV系のダイナミックスは空間
の次元aに強く依存する．
 3． トポロシカルな乱れ
 トポロシカルた乱れとは，乱れがその付近だけでは修正できたいようた欠陥である．1次元
系の場合を例にとると図1のようだ場合であり，上の場合は単なるゆらぎであるが，下図のと
きはkinkと呼ばれるトポロシカルた乱れである．さてLLV系におけるトポロシカルた乱れは
なんであろうか？ このようた乱れ（defect）は空間の次元aに強く依存する．1次元系の場合
には，“domain’’（1つの生物種の占める領域で‘‘なわばり”ともいう）の境界がdefectである．
∂＝1におけるこのようた考えはkink（Kawasaki and Ohta（1982），Mazenko and Sahni
（1978））やdomainboundary（OonoandKo㎞oto（1985））として広く知られている．LLV
系のdefectには2つのタイプ（AとB）がある．系の粒子が水平軸上に並んでいるときdomain
boundaryは右に進む（defectA）か，または左（defect B）に動く．これらのdefectsは互い
の衝突によって次のように反応する．
 （3．1a）     。        A＋B→φ
 （3．1b）              A＋A→B
 （3．1c）          B＋B→A
粒子数AとBは一般に等しくたい．
 2次元系の場合にはdomainの境界が，defectにたるわけではたい．たとえば弱い生物種が
強い種の中にあると，弱い種は消えてしまう．このように種の境界はトポロシカルた乱れとは
なり得たい．2次元系においては3つの種の境界点がdefectとたる（図2）．この点のまわりを
種のなわばりが回転するので，満点（vortex）と呼ぶ．満点には2種類あり（V。とVB），それ
らは回転方向によって区別される．単独の満点は消えることたく動き回るが，異なる渦点と出
会うと次のような反応を起こす．
（a）
（b）
図1．1次元系における乱れの模式図．下図（b）にはkinkと呼ば
   れるトポロシカルな乱れを示す．
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1
    VA               VB
    （・）          （b）
図2．2次元LLV系における渦点（vortex）．満点のまわりに生物
   種のなわばりが一定速度で回転する．（a）左回り（b）右回り
   の渦．
（3．2） V。十V。ごφ
渦点V。とV。の数は周期的境界条件のもとでは必ず等しくたる．この渦は流体の渦とは次の
点で異なっている．（1）渦の強度は1種類しかない．（2）渦のまわりのdomainの回転速度。
は渦中心からの距離7によらたい．流体の場合。O⊂グ1である．
 次に3次元系を考える．2次元に1つ次元が増すことから，渦糸（string）がa＝3のときの
defectになる．このstringは必ず閉じている．自分自身や他のstringと相互作用することがで
きる．コズミック・ストリング（Vi1enkin（1988））等値の物理系におけるstring（G1aberson
andSchwarz（1987））とよく似ている．しかし次の点で異なっている．（！）系の内部でstring
が生成できる．（2）離散モデルである．後者の特徴のおかげで，我々は容易に反応の基本プロ
セスを知ることができる．3次元string系の基本プロセスは単位渦輪（U。）の生成がまたは消
滅だけである．
（3．3） U。ごφ
ここでU。は最も小さいstringであり，3次元立方格子のときには正方形となる．図3はstring
の消滅過程を例示している．（a）は収縮であり（b）は組換えである．いずれの過程においても，
正方形のU。（点線で示されている）が1つ消滅していることがわかる．
→
（a）
図3．
→コ〔
         （b）
渦糸（String）の形の変化を表す基本プロセスの具体例．（a）
は収縮，（b）はったぎ替え（交叉）である．実線はstringを
表し，矢印は生物種の回転方向（ねじの進む向きとして定義
する）を表している．両方のプロセスにおいて，単位渦輪U。
（点線）が1つ消失している．
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図4．1次元格子系（M＝40，O00）のダイナミックス．縦軸は
   domain（なわばり）の総数Dを表す．初期条件は上の曲線で
   はm1：m。：m。：1：1：1のときであり，下の曲線はそれが7：
   2：1の場合である．
 4．LLV系のダイナミックス
 4．11次元系
 1次元格子Lotka－VoIterra系における時間発展は各生物種の“なわばり”の成長過程とし
てとらえることができる．つまり，全系のdomainの総数Dは時間とともに単調に減少する．図
4に初期条件の異なる2つの場合についてのDの時間変化が示されている．実験においては初
期配置はランダム性を仮定し，周期的境界条件を適用した．domainの時間変化は，
 （4．1）             D㏄左■α
となることがわかる．初期粒子の比率（m、：m。：m。）が（1：1：1）のときはα～O．8であり，（7：
2：1）のときはα～1．2とたる．系のサイズが有限で小さくたればたるほど，すばやく全系は1
つのdomainになる．
 以上のプロセスに対してトポロシカルなdefectの考え方を適用してみよう（Tainaka
（1989））．系のダイナミックス（3．1）に対してまず平均場近似を適用してみる．
                 dλ／d才＝一々（ノ13＋■42－82）
 （4．2）
                 dB／d左＝一尾（λ3＋B2一ノL2）
ここで尾は定数（々＝1とおく）である．置換S＝λ一B，D＝λ十3によって次のようだ（4．2）
の解を得る：
                  （3D2＋S2）2＝CS
ここでCは積分定数である．この解では，SがすばやくOとなり，Dは広一α（α＝1）に比例して
減少することがわかる．この結果は（4．1）を比較的うまく説明できる．しかしながら，より詳
しい計算機実験によれば，次の点で平均場近似とは異なる結果となる．（1）粒子数3（または
λ）の数はλ（またはB）に比してはやく減少する．（2）後期（λ》3）においては（4．1）の
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指数αは0．5にたる．このことは次のようにして説明できる．後期においてはλ》Bなので
（3．1b）が律速とたる．（3．1b）は拡散制限下（di伍usion－contro11ed1imit）（ToussaintandWi1zeck
（1983），Kamo and Tainaka（1988））で起きるので，D～λ剛一〇’5を得る．初期条件がラン
ダムてたい場合は複雑にたる．しかし有限サイズ系の場合は，最終的（左→∞）に1つの生物種
が全系を支配することにたる．無限系の場合は，defectの密度は完全にはゼロにはたらたいの
で，充分た時間がたてば各格子点の粒子はその種を変化させ得る（Bramson and Griffeath
（1989））．
4．22次元系
 2次元系のダイナミックスは実際上重要た意味を持つ．たぜたら植物や動物は2次元空間上
に分布することが多いからである．ところが，これまで2次元系のカオティヅクな空間パター
ンに対する定量的た取り扱いはあまりなかった．その原因は，パターンの力学がきわめて複雑
m2
1／3
a＝3
     0   1／3   m1     0  1／3   m1
          （・）               （b）
図5．生物種の個体数（密度）m・，m・の時間変化を表す軌道．初期条件はm1＝m・＝m・：1／3とし，各個
   体はランダムに分布させた．軌道は左＝600（MC）までとった．（a）2次元正方格子M＝64x64
   （b）3次元立方格子M＝16×16×16．
0．2
M／M
0．1
（a）
O．2
M／M「
0．1
図6、
             500      1000
                  （b）
2次元正方格子（M＝200×200）における渦数の時間発展．
ソダム，または（b）3色旗のような分布を仮定した．
1500 左
時刻オ＝0において各生物種は（a）ラ
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図7．渦の平均的た生成および消減速度 これらの速度は各モンテカルロ・ステップ毎の生成，および
   消滅した渦の数によって求めた．生物種の初期配置はランダム分布とし，総格子数は〃＝150×
   150とした．
だからであろう．2次元LLV系は複雑た時間発展をするが，最後は初期状態によらたい定常状
態に落ち着く．定常状態といっても動的な。yc1ic ba1ance（Tainaka et a1．（1988））といわれ
る非平均定常状態である．各生物種のたわばりパターンはランダムフラクタル的た配置どたり，
実際の植物分布の風景とよく似たパターンにたる．生物種の数密度は図5のようだ初期条件に
はよらたい軌道どたり，Centerや1imit CyC1eとは異なるカオティックた周期軌道を描く．定常
状態の存在はdomainの平均サイズや，domainの境界線の全長が一定の値に落ち着くことに
よって確認できる．定常状態の確認は満点の時間変化を調べることによっても可能である．
 我々はランダム衝突のシミュレーションを行い，それによって満点の時間変化を求めた．図
6の縦軸は満点の総数M（全格子点数Mを単位とした）であり，横軸は時刻広である．時間の単
位はモンテカルロ・ステップ（MC）とした．ここで1MCとは衝突がM回起こったときをいう．
図6に両極端な初期条件の場合が示されている．（a）はランダム配置の場合であり，（b）は3
つの生物種が3色旗のような初期配置をしたときである．図6からW（0）＝0のとき定常状態に
到達するまで時間が長くかかることがわかる．この結果は，満点の対生成は存在する満点の密
度に依存することを示唆している．そとで図6（a）のときに，各1MC毎に生成または消滅する
渦点の数（速度）を図7に示した．図8には各1MC毎の平均的た渦の生成（上の図）および消
滅（下の図）速度が，横軸M（左）に対して図示されている．この図から渦の生成速度は存在する
渦数M（C）に比例することがわかる．一方消滅する速度は州2で近似的に表すことができる
（下図の放物線）．結局平均場近似としては
 （4．3）     ’                 dM／d〃＝oM一ろM2
と表すことができる．ここで
              o～059，    ろ～6．9 ［density■1コ
である．（4．3）の右辺に小さたノイズ項を加えれば，図6の2つの図をうまく描くことができる．
しかし平均場近似における問題点もある．（4．3）より定常状態における渦数M∫を求めると
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図8．図7の結果と同じ．横軸に存在する渦数Wをとり，縦軸は生成（上図）および消滅（下図）速度
   をとった．生成および消減速度はそれぞれ直線と放物線で近似される．
            （a）              （b）
図9．渦バターンの例（M＝38×38）．図中×と□はそれぞれV。，V。を表す．
   ここでは生物種をランダムに分布させた．（b）定常状態（C＝200）．
（a）初期状態（左＝0）1
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図10． 3次元立方格子（16×16×16）におけるstringバターンの時間発展の具体例．（a）云＝O（ラゾ
   ダムた生物種分布），（b）’＝ユ00（定常状態）．
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図11．渦糸（string）のパターン形成の他の例．3つの種の初期分布は，（a）のようだ3段ひしもち型
   とした．各時刻のstringバターンは（b）～（d）に示した．（b）左＝1／4，（c）f＝1，（d）C＝100
   （定常状態）．
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M∫～O．09であるが，実際のLLV系のシミュレーションにおいては
                  M∫～0．04
となり，大きく異たる．
 渦の分布パターンを図9に示す．ここで（a），（b）はそれぞれ初期のランダムパターンと定
常状態の渦パターンである．定常状態においては時間とともに渦パターンは大きく変化するけ
れども，変わらたい特徴もある：（ユ）渦の存在したい欠きた穴（void）がある．（2）右と左回り
渦は互いに近接し，同．じ回転方向の渦は互いに反発しているように分布している．大きたvoid
の存在は渦の生成速度における不等生成（unequa1CreatiOn）に原因があると考えられる．渦の
生成速度は至る所で一様ではなく，渦が少ない所ではほとんど生成したくなる．そのため大き
なvoidができる．渦の分布りこのようた非一様性のために平均場近似は合致したくたる．
 4．33次元系
 3次元の格子Lotka－Vo1terra系においても非平衡定常状態が存在する．定常状態への道は
複雑であり，初期条件によって大きく異なる．図10は初期条件がランダムの場合のstringパ
ターンを示している．図ユエは初期条件が（a）の場合（stringは云＝0で存在したい）の各時刻
でのstringパターンを（b）一（d）に示している．図10（b），11（d）における定常状態のバター
ンは時間とともに大きく変動するが，次のようだ特徴を持っている．（1）大きなvoidが存在す
る．（2）大きなstringは複雑にからみついている．（3）stringの全長（密度）ムは一定で
                  ム∫～O．12
である．上記（1），（2）の特徴も単位渦輪U。の不等生成によって説明できる．
 5． ま と め
 これまでLLV系のダイナミックスに対してdefectの考えを導入し，統一的に調べてきた．
1次元系（a＝1）における（3．ユ）式とその平均場近似は，（4．1）の結果や系全体が1つの種に
たることを説明した．a＝2，3における定常状態の存在は数学的には3体衝突を考慮した気体
モデルにおけるH定理（Itoh（1975．1981））によって理解できるが，容易ではたい．本研究で
のべたトポロジカノレな乱れを考慮すれば，定常状態の存在は（3．2）や（3．3）によって定性的に
はすぐ理解できる．さらに（3．2）の平均場近似は図6のdefectダイナミックスを比較的うまく
説明する．このように各空間次元におけるdefectの反応式は，その次元のダイナミックスの基
本的特徴を説明することができる．しかし，平均場近似だけでは不十分：な点もあり，defectダ
イナミックスのより詳しい定量的取り扱いが必要である．
 この格子Lotka－Vo1terra系は，モデルを少し変えることによってdefect相転移（Koster1itz
（1974））だとの興味ある現象も見られ，計算時間も比較的短いことから今後一層研究されるテー
マとなり得る．
 たお本研究の一部は統計数理研究所共同研究（個別研究2一共研一37）rトポロシカルな乱れに
よる生態系のダイナミックスの研究」によって行った．
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Topo1ogica1Defects in the Pattem Process of Eco1ogica1Systems
                     Kei－ichi Tainaka
             （Department of Physics，Ibaraki University）
    By stochastic simu1ation，the spatia1pattem in the1attice system composed of three
species is studied．An individua1is assmled to react with a neighbour．This mode1
corresponds to the1attice version of the Lotka－Vo1terra mode1．Topo1ogica1defects are
introduced to exp1ain the pattern formation in this system．Since the number of
topologica1defects is much1ess than that of individua1s，the pattem process of the system
is very simpli丘ed．
Key words：Ecosystem，spatia1pattem，Lotka－Volterra mode1，topo1ogica1defects，kink，vortex，
stochastic ce11ular automaton．
